Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

HDI

Jede Integralfunktion F4(x) einer stetigen Funktion f(x) ist eine Stammfunktion von
f(x), aber nicht umgekehrt, d.h.

Fa(x)=Tf(t)dt = Fa(x)=f(x)

a

Bemerkung: Insbesondere ist also F;(x) differenzierbar!

Beweis:
Teill: =) Sei X beliebig.
Fa(Xo +h)—Fa(Xq)

Dann ist zu zeigen: F;(xo) = |lim = f(xg)
h—0 h
In der Tat: Figur fur h>0 (fir h<0 analog)
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Integriert man abschnittsweise, so gilt:
Xg+h Xg Xg+h
Fa(Xg+h) — Fa(Xo) = j f(t)dt — j ftydt = j f(t) dt
a a Xg

(Ist wie in der Figur f(x)>0 im Intervall |:=[xo , Xo+h], so lasst sich das bestimmte

Integral rechts als Inhalt der schraffierten Flache interpretieren; f(x)>0 ist aber keine
notige Voraussetzung fur den HDI)

X0+h

Abschétzung von  [f(t)dt :
Xo

Da f stetig, so existieren nach dem Extremwertsatz x, und xy in |, so dass gilt:
f(xm) ist kleinster Funktionswert und f(xwm) ist grosster Funktionswert in I.

X0+h
Daher gilt:  h - f(xm) < jf(t) dt < h-f(xu) , also nach Division durch h = O:
Xo
f(Xm) < Fa(XO +h) B Fa(XO) < f(XM)

h
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Ubergang zum Grenzwert: Geht h — 0, so gehen Xg+h — Xo, Xm — Xo Und Xu — Xo
Da f stetig bei xo, so ist [|im f(x) = f(xq), also folgt

X—Xq
lim f(xX,) = lim f(xy) = f(xg) und damit die Behauptung
Xm—>Xp Xm—Xo
' Fa(Xg +h)—Fa(Xg) _

Fa(Xg) = lim
h—0 h

f(xo)-
Da xo beliebig war, so gilt F;(x) =f(x) furalle x.

Teil2: Umkehrung gilt nicht, also nicht jede Stammfunktion ist Integralfunktion von f.

x> a?

X
Beweis durch Gegenbeispiel: f(x) =x, F,(x)=[tdt= TR
a

a2

Da - + 50

|\>|><,\J

<0 (furalle a € R), so kann z.B. die Stammfunktion F(x) =

nicht Integralfunktion von f sein.
Folgerung aus dem HDI zur Berechnung des bestimmten Integrals

b
Gesucht ist [f(t)dt der stetigen Funktion f(x):
a

X
Fa(x) = If(t)dt ist nach dem HDI eine Stammfunktion von f(x). Sei F(x) eine weitere,
a
beliebige Stammfunktion von f(x). Die Differenzenfunktion zweier beliebiger
Stammfunktionen von f(x) ist eine konstante Funktion y = C (fir alle x):

X

j f(t)dt - F(x) =C (fur alle x)

a
b

speziell fir x:= b: j f(t)dt - F(b) =C
a
a

und fur x:= a: j f(t)dt - F(a) =C
a

a
Da '[f(t)dt = 0, so ergibt die Subtraktion der untern von der oberen Gleichung:
a

b
[f(tdt - F(b) + F(a) = 0, also

a

a

b
j f(t)dt = F(b)— F(a) := [F(x)P , F(x) beliebige Stammfunktion von f(x)
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