UBER ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

A Aussagenlogik
1. Definitionen und Beispiele

Im folgenden sollen a, b, ¢, ... Aussagen bedeuten, denen man die Eigenschaft wahr
(Wahrheitswert 1) oder falsch (Wahrheitswert 0) zuordnen kann.

Beispiele:  a:=Hans ist zu Hause
b := Hans ist in der Schule
¢ := Hans isst einen Apfel

Gegenbeispiele: x ist eine Primzahl, Wie viele Menschen gibt es auf der Erde?
Eine neue Aussage kann definiert werden, indem man ihre Wahrheitswerte fur alle Kombi-

nationen der Wahrheitswerte der Ausgangsaussagen definiert. Die Darstellung erfolgt in
der sog. Wahrheitstafel (Wertetafel).

Definition 1: "Negation" Fur die Verneinung einer Aussage a schreibt man — a.

Pascal: NOT
Wahrheitstafel:
a | = a
1 0
0 1
Beispiel: — b = Hans ist nicht in der Schule

Verknupft man zwei (und spater endlich viele) Aussagen a und b miteinander, so entsteht
eine zusammengesetzte Aussage

Definition 2: "Konjunktion" Fir "a und b" (sowohl a als auch b) schreibt man a A b.
Pascal: AND
Wabhrheitstafel:
a | b | aab
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
Beispiel: a A b = Hans ist zu Hause und ist in der Schule

b A ¢ = Hans ist in der Schule und isst einen Apfel
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Definition 3: "Adjunktion" FUr "a oder b" (nicht ausschl. oder) schreibt man a v b.

Pascal: OR
Wabhrheitstafel:
a | b | avb
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Beispiel: a v b = Hans ist zu Hause oder ist in der Schule

b v ¢ = Hans ist in der Schule oder isst einen Apfel

2. Logische Formeln und Gesetze, weitere Definitionen

Definition:  Zwei zusammengesetzte Aussagen p und q heissen logisch gleichwertig
oder aquivalent, wenn sie bei jeder Kombination der Wahrheitswerte ihrer
Bestandteile jeweils den gleichen Wahrheitswert haben.
Schreibweise: p = q (Vergleiche spater: < bei Aussageformen)

Beispiel: p ;= a A ¢ = Hans ist zu Hause und isst einen Apfel
g := c A a = Hans isst einen Apfel und ist zu Hause

a | c | p=aac | g=cnha
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

Hier gilt also: p =q
Es gilt also das Kommutativgesetz fur A :
(K1) anb=bnaa

Analog erkennt man zuerst vom deutschen Sprachgebrauch und dann mit math. Beweis
der Wahrheitstafel, dass folgende Gesetze gelten: (vgl. auch Aufblatt 1, Nr 2)

(K2) avb=bva
(A1) (@aanb)ac=an(bac)

( Assoziativgesetze )
(A2) (avb)vc=av(bvc)

(Ab1) an(avb)=a Absorptionsgesetze
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(Ab2)

av(aab)=a

(D1) an(bvc)=(aanb)v(anc)
(D2) av(bac)=(avb)a(avec)
(1) arna=a
(12) ava=a

—(—a)=a
(M1) —|(a/\b)=—|av—|b
(M2) —|(a\/b)=—|a/\—|b

Bemerkung: — bindet starker als A und v.

(Verschmelzungsgesetze)

Distributivgesetze

Idempotenz

Doppelte Verneinung

de Morgan

Beweise mit Hilfe der Wahrheitstafel: exemplarisch fur (A2) und (M1):

fur (A2):
a b C avb p:=(avb)vc bvc g:=av(bvc)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
gleiche Wahrheitstafel fur p und q , also p = q.
far (M1):
a b an p:= —(anb) —a - b g:=—av-b
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

gleiche Wahrheitstafel fir pund q, also p = q.

Definition 4: Eine zusammengesetzte Aussage, die fur jede Kombination der Wahrheits-
werte der Grundaussagen wahr ist, heisst Tautologie e (griechisch: dasselbe

sagen).

Bemerkung: Jedes vorher angegebene Gesetz ist eine Tautologie, z.B.
p:= [= (= a) = a] ist Tautologie, also p = e.

(Beweis: selber)

Behauptung: av —-a=e¢e
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Beweis:

a | —a | ayv —a
1 } 0 | 1
0 1 1

Definition 5: Eine zusammengesetzte Aussage, die fur jede Kombination der Wahrheits-
werte der Grundaussagen falsch ist, heisst Kontradiktion n (lateinisch: Wi-

derspruch)
Behauptung: aAn—-a=n
Beweis:
a | —a | a A —a
1 0 0
0 1 0

FUr e und n gelten die folgenden Gesetze: (vgl. Aufblatt 1, Aufgabe 2e) )

(N1) aAnn=n (N2) avn=a
(E1) ane=a (E2) ave=e

Definition 6: "Disjunktion" Fur "entweder a oder b" (ausschl. oder) schreibt man a v b.

Pascal: XOR
Wahrheitstafel:
a | b | avb
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Beispiel: a v b = Entweder ist Hans zu Hause oder er ist in der Schule
Behauptung: avb=(aan-b) v (—-a A Db) (vgl. Aufblatt1, Nr1, Nr 22)

Beweis: Aufblatt1, Nr 2f), erster Tell
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3. Logikkalkul, weitere Definitionen

Man kann Aussagen durch wiederholte Verwendung der Zeichen A, v, — und v (‘Junkto-
ren') verknipfen und so immer kompliziertere Aussagen bilden. Mit Hilfe der Gesetze aus
Kapitel 2 gelingt es oft, Vereinfachungen herbeizufihren.

Beispiele: 1) —(@an=b)==avb (mit M1)
2) (@aanb)va=av(aanb)=a (mit K2 und Ab2)
3) —(-aAn-=b)==(-a)v-=(=b)=avb (mit M1 und dopp. Vern.)
4) (@aanb)v(@avb)=(aanb)va)vb=avb

5) (@ab)v(-an-b)=((@arb)a=(-ar=b)v(=(@rb)a (—ana
—b))=...=(@Ab)v(—anA-=b)

Beispiel 1) hat in der Logik eine spezielle Bedeutung: vgl. Aufblatt 1, Bsp 15:

a = Das Haus brennt, b = Die Feuerwehr kommt

— (a A =b) = Es ist nicht so, dass das Haus brennt und die Feuerwehr nicht kommt.

Wie ist es denn? Entweder brennt das Haus nicht oder das Haus brennt, dann kommt aber
die Feuerwehr. Das bedeutet also:

Wenn das Haus brennt, dann kommt die Feuerwehr. Dies fihrt zu einer neuen Definition.

Definition 7: "Subjunktion” Far " Wenn a, so b" schreibt man a — b.
Pascal: IF a THEN b.
a—>b=-avb

Wabhrheitstafel flr Subjunktion:

a | b | —avb | a—b
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

Nebenbei: a > b = —a v b ist also eine Tautologie.
Beachte: Die Subjunktion a — b ist also nur dann falsch, wenn a wahr und b falsch ist!

Beispiele:  a := Der Riese ist gross 1
b := Der Mond besteht aus Kase 0
c ;= 6 ist eine Primzahl 0

a) a— b =Wenn der Riese gross ist, so besteht der M aus Kase0
b) b —a =Wenn der M aus Kase besteht, so ist der Riese gross1
c) b —>c =Wenn der M aus Kase besteht, so ist 6 eine Primzahl 1
d) b —» —a=Wenn der M aus Kase besteht, so ist der R nicht gross 1
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Definition 8: "Bijunktion" Fir "Genau dann, wenn a, so b" schreibt man a < b.
Definition mit Wahrheitstafel:

a | b | aeob

_\oo_\¢

1 1
1 0
0 1
0 0

Bemerkung: Statt "Genau dann, wenn a, so b" sagt man auch etwa
"Dann und nur dann, wenn a, so b"

Beispiele:  Aussagen a, b und c definiert wie im vorherigen Beispiel.
a <> b = Genau dann, wenn der R gross ist, besteht der M aus Kase 0
b <> a = Genau dann, wenn der M aus Kase besteht, so ist der R gross 0
b <> ¢ = Genau dann, wenn der M aus Kase besteht, so ist 6 eine Primzahl 1

Aufgabe: Zeige: a<b=(a—b)a(b— a) ist Tautologie
Lésung: Aufblatt 2, Nr 7a.

In der formalen Logik wird nur die Form der Verknupfung studiert, nicht der innere Zu-
sammenhang der Aussage (Gegensatz zur Umgangssprache).
Im Logikkalkll binden A und v starker als — und <> (und damit — starker als — und «).

Beispiele: 1) a—>(—-a):=a—>—a
2) (@aab)—>(avc)i=anb—-> avec
3) [@—>b)a(b—>c)] > (@a—>c) =(@a—>b)a(b—>c) > (a—c)

Zu Beispiel 3): Beweise mit Wahrheitstafel und Logikkalkdl:
Die Aussage (a > b) A (b > c) —» (a— c) ist eine Tautologie!

Mit Wahrheitstafel: p q
a b C a—>b| b—>c |(@ab)a(boc)|a>c| p—>q
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1

Mit Logikkalkul: ((—wav b) A(=bvc)) > (-avc) ==((-avb)a(=bvc))v(—avc)
—(-avb)va(-bvc)v(-avc)=(aan-b)v (b A—=C)vVv (—av )= (Assoz.gesetz fir v)
(@r=-b)v((bar—-c)vc)v—-a= (an-b)v((bvc)a (-cvc)v-a =
(@an-b)vbvc)v-a=((av-a)a(-bv-a)v(bvc)=(-bvb)v-avc=e
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B Aussageformen und Mengenlehre
4. Aussageformen

Definition: Eine Aussageform enthalt Variabeln. Sie wird durch Einsetzen von Elemen-
ten einer vorgegebenen Grundmenge G zu einer (wahren oder falschen)

Aussage.
Bezeichnung: a(x), b(x), ... bei einer Variablen
a(x,y), b(x,y), ... bei zwei Variablen
a(x,y,z), ....
Beispiele: 1) a(x) := x ist eine Primzahl G={1,2,..,10}
2) b(x,y) := x ist grosser als y G = Menge der Schuler/innen R4b
3) c(heute) := Heute ist Sonntag G ={Mo, Di, ..., So}

Definition:  Diejenigen Elemente von G, die die Aussageform zu einer wahren Aussage
machen, werden zur Erfullungsmenge E (fur Gleichungen und Ungleichun-
gen: zur Lédsungsmenge L) zusammengefasst.

Beispiele: 1) Erfillungsmenge A von a(x): A={2 3,57}

2) Erfullungsmenge B von b(x,y): B={(.,iii)s (ereryerrrn. ) }
geordnete Paare als Elemente von B.
3) Erfullungsmenge C von c(heute): C={So}
5. Verknupfung von Aussageformen

Aussageformen kdnnen wie Aussagen miteinander verknupft werden.

Beispiele:  a(x) := 6 ist durch x teilbar := x|6 (xist Teilervon6) ,G=N
b(x) := x |16

Erfallungsmengen: A={1,2,3,6}, B={1,2,4,8,16}
1) a(x) A b(x) =x |6 A x |16 = xist Teiler von 6 und x ist Teiler von 16
Erfillungsmenge E={1 ,2} = AnB

2) a(x) v b(x) = x |6 v x [16 = xist Teiler von 6 oder x ist Teiler von 16
ErfUllungsmenge E={1,2,3,4,6,8,16} = AUB

3) — a(x) = 6 ist nicht durch x teilbar
E={4,57,89.})=N\A= A ( A Komplement)

a(x) v_b(x) = Entweder ist 6 durch x oder 16 durch x teilbar
E={3,4,6,8,16}=(AUB)\(AnB)
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Satz 1:

A sei die Erfullungsmenge der Aussageform a(x), B sei diejenige von b(x).

Dann gilt:

a) A N B ist Erflllungsmenge von a(x) A b(x).

b) A U B ist Erfullungsmenge von a(x) v b(x).

c) A ist Erflllungsmenge von — a(x).

d) (A nB) u (AnB) = (AuB)\ (AN B) ist Erfillungsmenge von
a(x) v_b(x). (vgl. auch Aufgabenblatt 3, Nr. 3)

Beweis: a) Sei xo € Erfillungsmenge von a(x) A b(x) . Dann ist also a(xo) A b(xp)
wahr. Also ist sowohl a(xg) als auch b(xp) wahr. Daher ist xo € A und xo
e B,alsoxp e A nB.
b) bis d): selber.
Implikation =
Beispiel: a(x) := xistteilbar durch6 = 6 Ix ,G=N

b(x):= 3 | x

Die Subjunktion — lasst eine neue Aussageform entstehen:

1) a(x) » b(x) = Wenn x teilbar durch 6, so ist x teilbar durch 3.
2) b(x) — a(x) = Wenn x teilbar durch 3, so ist x teilbar durch 6.

Wir untersuchen nun Beispiele 1) und 2) auf Wahrheitswert (beim Einsetzen von Elemen-

ten aus G):

Zu 1):

Definition:

Bemerkung:

Zu 2):

Xo =12 a(12) - b(12) wahr, da a(12) wahr und b(12) wahr
Xo=3 a(3) —» b(3) wahr, da a(3) falsch
Xp = 2 a(2) - b(2) wahr, da a(2) falsch

Der Fall a(xo) wahr und b(xp) falsch tritt nie ein! Hier ist also a(x) — b(x) _fur
alle x e G wahr. Dieser Sachverhalt wird ausgedrickt durch a(x) = b(x).

"Implikation" oder "Folgerung"

Aus a(x) folgt b(x), wenn fur jede beliebige Einsetzung xo € G gilt:
a(xo) — b(xp) ist wahr.

Schreibweise: a(x) = b(x)

Statt " aus ..... folgt" sagt man auch etwa "wenn....... dann" oder

Xo=12 b(12) —» a(12) wahr, da b(12) wahr und a(12) wahr
Xo=3 b(3) — a(3) falsch, da b(3) wahr und a(3) falsch
Xp = 2 b(2) —» a(2) wahr, da b(2) falsch

Hier darf also das Zeichen = nicht gebraucht werden. Man schreibt dann:
b(x) # a(x)
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Definition:  b(x) = a(x) heisst Umkehrung von a(x) = b(x).
In unserem Beispiel gilt also die Umkehrung b(x) = a(x) von a(x) = b(x) nicht!

Beispiel: c(x) := x ist ein Luzerner G = Menge aller Menschen
d(x) := x ist ein Schweizer

3) Gilt c(x) = d(x) ?
Ja, denn jeder Luzerner ist ein Schweizer. Alle andern Falle brauchen
nicht beachtet zu werden, da die Subjunktion 0—1 bzw. 0—0 wahr ist.

4) Behauptung: d(x) # c(x)

Beweis: xo sei Berner. d(xp) ist wahr, c(xp) ist falsch, also 1—0, also
falsch. Also gilt die Behauptung.

Implikation und Losungsmenge

a(x) = b(x) qilt, falls a(xg) — b(xo) wahr fur alle xo € G. Es gibt zwei Falle:

(1) a(xo) ist falsch. Dann ist a(xg) — b(xo) immer wahr.

(2)  a(xo) ist wahr. Dann ist xo € Erfullungsmenge A von a(x). Damit a(xo) — b(xo) wahr
ist, muss b(xo) wahr sein, d.h. aber xo € Erfillungsmenge B von b(x). Also ‘A c B.

Es qilt also der

Satz 2: A sei Erfullungsmenge von a(x), B sei Erflllungsmenge von b(x).
a(x) = b(x) darf genau dann geschrieben werden, falls A c B gilt.

Kontrolle bei Beispielen:

1) A={6,12,18,24,..}={x | x=6nAne N}
B={3,6,9,12, ..}={x | x=3nAneN}
A c B, also a(x) = b(x)

2) B ¢ A, also b(x) = a(x)

3) C = Menge aller Luzerner, D = Menge aller Schweizer
C c D, also c(x) = d(x).

4) D « C, also d(x) = c(x).

Liegt eine Folgerung a(x) = b(x) vor, dann ist b(x) eine notwendige Bedingung fur a(x).
(Wenn a(xo) wahr ist, muss b(xg) wahr sein).

Umgekehrt ist a(x) eine hinreichende Bedingung flr b(x).

(Wenn a(xo) wahr ist, reicht dies hin, dass b(xg) wahr ist).

Abgekurzt: "hinreichend" = "notwendig"
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Beispiel: 6 ist Teilervonn = 2ist Teilervonn (G=N)
Mogliche Formulierungen:

(1)
(2)

3)
(4)

Aequivalenz <

Aus 6 ist Teiler von n folgt 2 ist Teiler von n.
Notwendige Bedingung dafur, dass eine naturliche Zahl durch 6 teilbar
ist, ist ihre Teilbarkeit durch 2.

Hinreichende Bedingung daflr, dass eine naturliche Zahl durch 2 teil-
bar ist, ist ihre Teilbarkeit durch 6.

Damit eine naturliche Zahl durch 6 teilbar ist, muss sie notwendiger-
weise durch 2 teilbar sein.

Definition:  "Aequivalenz"
Genau dann (Dann und nur dann) folgt a(x) aus b(x), wenn fur jede Einset-
zung Xo € G gilt: a(xo) <> b(xo) ist wahr.
Zeichen: a(x) < b(x)

Beispiele: 1)

a(x) := x ist teilbar durch 15 b(x):= x ist teilbar durch 3 und 5
Xo = 30 a(30) wahr, b(30) wahr, also a(x,) <> b(xo) wabhr.

Xo =12 a(12) falsch, b(12) falsch, also a(x,) <> b(xp) wahr.
c(x):= x(x+6)=0 d(x):= 3x(x+6)=0

e(x,y):= x ist Vater von y f(x,y):= y ist Kind des Mannes x

Lasst man das Zeichen < sinngemass fur Aussagenverknipfungen zu, so stimmt die hier
definierte Aequivalenz mit unserer Aequivalenz " =" Uberein: vgl. auch Aufblatt2, Aufgabe
4. Sind p und g zusammengesetzte Aussagen, so gilt:

P=q
P=49

ist gleichwertig wie p < q ist wahr.
ist gleichwertig wie p<q

Satz3: (a(x) < b(x))  (a(x) = b(x) A b(x)= a(x))

Beweis: selber (Verwende Aufblatt2, Nr 7a)
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Aequivalenz und L6sungsmenge

Satz 4: A sei Erfullungsmenge von a(x), B sei Erfullungsmenge von b(x)
a(x) < b(x) darf genau dann geschrieben werden, falls A = B.

Beweis: Nach Satz 3 ist a(x) < b(x) aquivalent zu (a(x) = b(x)) A (b(x) = a(x))
Nach Satz 2 gilt dann: (A< B) A (B c A). Alsoist A =B.

Kontrolle bei Beispiel 1):
A={|x=15n,ne N}, B={x|x=3m A x=5I, m,l e N}

AcB: xeA = x=15n = x=3:-5n A x=5-3n = fur m:=5n und I:=3n gilt
x=3m A Xx=58l = xeB

BcA: xeB =x=3m A x=5l = 3m=5I :m:gl = Dam e N, so muss | die

Form I=3n mit ne Nhaben=x=5-3n=15n = xe A

6. Quantoren

Es gibt Satze, in denen Variabeln auftreten, die aber trotzdem Aussagen sind (denen man
also Wahrheitswert 1 oder 0 zuordnen kann)

Beispiele: Wahrheitswert

1. 1 ist Teiler jeder naturlichen Zahl n

2. Fuir alle x, y aus den rationalen Zahlen Q gilt: x+y = y +x
3. Fur alle natiurlichen Zahlen n und m ist die Summe n+m=5
4. 1000 ist grosser als jede naturliche Zahl n

5. Es gibt eine rationale Zahl x, die grosser als 5 ist

6. Es gibt natirliche Zahlen n und m, so dass n + m = 5 ist

7. Es gibt eine ganze Zahl x, so dass fur alle ganzen Zahlen y die Summe x +y =y ist 1

PG e N o JE G

Beispiele 1 bis 4 enthalten die Worte "fur alle", "flr jede", .. ., es sind sogenannte
All-Aussagen. Jede solche Aussage ist die Abkurzung fur Aussagen, die mit A verknupft
sind:

Beispiel 1: (1| 1) A (1]2) A (1]3) A ... | :ist Teiler von

Beispiel 4: (1000>1) A (1000>2) A ...

Definition:  Eine All-Aussage wird mit dem Zeichen V geschrieben (V: All-Quantor).
Die Variable, auf die sich V bezieht, heisst gebundene Variable.
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Beispiele: Wahrheitswert

1. VneN: 1]n

2. VXx,yeQ: x+y=y+x
3. YnmeN: n+m=5
4. Y ne N: 1000 > n

OO~

Es qilt: Ist A die Erfullungsmenge der Aussageform a(x), so ist die All-Aussage
vV xeA:a(x) wahr. {gelesen: "fur alle x aus A gilt a(x)"

Beispiele 5 bis 7 enthalten die Worte "es gibt", "es existiert", .. ., es sind sogenannte
Existenz-Aussagen. Jede solche Aussage ist die Abkurzung flr Aussagen, die mit v
verknupft sind:
Beispiel 5: 0/1>5 v 0/2>5 v 0/3>5 v ...

1M1>5 v 12>5 v 1/3>5 v ...

Beispiel 7: ... (-3+y=y)v(2+y=y)v(-1+y=y)v(0+y=y)v(1+y=y)v..

Definition:  Eine Existenz-Aussage wird mit dem Zeichen 3 geschrieben (3: Existenz-
Quantor).
Die Variable, auf die sich 3 bezieht, heisst gebundene Variable.

Beispiele: Wahrheitswert
5. 3xeQ: x>5

6. 3neN, ImeN: n+m=5 1

7. 3xeZ, VyeZ: x+ty=y 1

Es qilt: Entsteht aus der Aussageform a(x) fur mindestens ein Element xo € G (G:
Grundmenge) eine wahre Aussage, so ist die Existenzaussage 3 x €G: a(x) wabhr.

Gesetze fur Quantoren

Beispiele: Wahrheitswert Wahrheitswert
8. VneN,VxeQ: n+x=x+n 1 12.3neN,IxeZ: n+x=10 1
9. VXeQ,VnelN: n+x=x+n 1 13.3xeZ,AneN: n+x=10 1
10.VneN,VxeZ: x>n 0 14.3xeZ,3yeQ: x+y<y+x 0
M.VxeZ,YVneN x>n 0 15,3y e Q,IxeZ: x+y<y+x 0
7. 3xeZ, VyeZ:. x+y=y 1x=0) 7'"VyeZ, AXeZ: x+y=y 1 x=0,...)
16.VneN,IxeZ: n+x=10 1 17.3xeZ,YneN n+x=10 0

Es gilt: (nach Assoziativgesetz und Kommutativgesetz von A und v)

Gleiche Quantoren vor einer Aussageform durfen vertauscht werden!
Verschiedene Quantoren vor einer Aussageform dirfen nicht immer vertauscht werden!
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Aussagenlogik

Mengenalgebra Algebra (z.B. M=Z)

Elemente von M
Verknupfungen

Abgeschlossenheit

Kommutativ  (K)

Assoziativ (A)

Absorption  (Ab)

Distributiv =~ (D)

De Morgan (M)

Neutrales Element

bez. * (N)

Aussagen a,b,c...
Konjunktion A
Adjunktion v

Negation -

anbeM
avbeM

anb=bnaa
avb=bva

(anb)ac=an(bac)
(avb)vc=av(bvc)

an(avb)=a
av(aanb)=a

an(bvc) = (aab)v(anc)
av(bac) = (avb)a(avc)

“(anb) =-av b
“(avb) =7a A b

bez. A: Tautologie
ane=enra=a
bez: v: Kontradikt.
avn=nva=a

Inverse Elemente (In)

a'lzua

Definition

Mengen AB,C, ... Zahlen a,b,c, ...
Durchschnitt m Multiplikation
Vereinigung U Addition +
Komplement B

AnBeM a-beM
AuBeM atbeM
AnB=BnA a-b=b-a
AuB=BUA atb=b+a

(AnB)NC=An(BNC)
(AuB)UC=AU(BUC)

(a-b)-c=a:(b-c)
a+b)+c=a+(b+c)

An(AuB)=A
AUANB)=A

An(BUC) = (AnB)U(ANC) a:(b+c)=a-b+ a-c
AU(BNC) = (AuB)N(AULC)

>
D)
w
1l
>| >
DING
w| W

>
C
w
I

bez. n: Grundm. bez. - : Zahl 1
ANG=GNA=A a-1=1-a=a
bez. U: Leere M. bez. +: Zahl 0
AU{}={ VA=A a+t+0=0+a=a

bez. - : ex. nicht
bez: + : (-a)
at(-a)=(-a)ta=0

1. Fallsin M fur *y und *; Abg. , (K), (A) und (Ab) gelten, so ist < M; *1, *2 > ein Verband.
Falls zusatzlich noch (D) gilt, so ist < M; *4, *» > ein distributiver Verband.

2. Fallsin M fur * Abgeschlossenheit, (A), (N) und (In) gelten, so ist <M; * > eine
Gruppe. Falls zusatzlich noch (K) gilt, so ist < M; * > eine kommutative Gruppe.
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8.

C DER BEWEIS

Definitionen und Beweisregeln

Definition:  Ein Beweis ist eine Folge von wahren Aussagen. Jede Aussage geht

nach bestimmten Regeln entweder direkt oder aus vorausgehenden
Aussagen hervor.

Beweisregeln

1.

Ein Axiom darf hingeschrieben werden.

Axiom: Mathematischer Grundsatz, der als wahr vorausgesetzt wird. Axiome stehen zu
Beginn jeder mathematischen Theorie, z.B.

- Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt.

- Eine Ebene ist durch drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkte bestimmt.

. Eine Tautologie (mit Aussagenvariabeln a, b, c, ... ) darf hingeschrieben werden.

. In einer Tautologie durfen die Aussagenvariabeln a, b, c, ... durch beliebige

Aussagen ersetzt werden.

. Kommt a & b in einem Beweis vor, so darf a durch b ersetzt werden.

. Abtrennungsregel (Modus ponens: vgl. Aufgabenblatt 2, Nr. 7c)

Sind in einem Beweis a und a —» b vorhanden, so darf man zu b tUbergehen.

Schreibweise: a
a—>b
b
. Regeln zur Konjunktion: a
b anb
anb a
. Kontraposition (vgl. Aufgabenblatt 2, Nr. 7b)
a—>b
7 b — 7 a(vgl. indirekter Beweis, Kapitel 9)
. Regeln fur die Quantoren
7V x e M: a(x) vV x € M: a(x) I x e M: a(x) a(xo)
Ix e M: 7 a(x) a(Xo) a(Xo) I x e M: a(x)

Xo € M beliebig Xo € M fest
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9. Beweisverfahren

Die meisten mathematischen Satze kdnnen als Implikation a = b aufgefasst werden. Sel-
ten wird aber diese Folgerung in einem Schritt bewiesen.

a) Der direkte Beweis
Es gilt: (vgl. Beispiel 3), p.6) (a—c)A(c > b) —» (a— b) ist eine Tautologie. Also ist

die Schreibweise (a — b) A (b > ¢c) = (a — c) korrekt. Ist also die linke Seite wahr, so
auch die rechte:

a—>c
c—ob
a—>b

Beispiel: Voraussetzung a: n ist eine gerade ganze Zahl

Behauptung b: n? ist eine gerade ganze Zahl
Zu zeigen: a = b (es gilt sogar: a < b)
Beweis: accl: JkeZn=2k<oc2:3ke Z: n’=4k* = c3: 3k e Z: n? = 2(2k?)
< c4:Ime Z:n?>=2m (denn m:=2k?) < b
b) Widerlegung durch Gegenbeispiel
Aus den Regeln fur Quantoren folgt: Eine Aussageform a(x) ist dann als nicht allgemein-
gultig uber der Grundmenge G erkannt, wenn es xo € G gibt, so dass a(xo) falsch ist.
Beispiel: a(x): x ist ungerade Primzahl, G: Menge aller Primzahlen

Behauptung: V x € G: a(x)

Die Behauptung ist falsch, denn fur xo = 2 ist a(2) falsch.

c) Beweis indirekt (Beweis durch Gegenannahme)

Es soll a = b bewiesen werden.

1. Art: a 2. Art: T baa
b sanaAn"a CATC
b b

Beispiel 1:  Voraussetzung a: Summe der Innenwinkel beim Dreieck ist 180°
Behauptung b: Es gibt kein Dreieck, das mehr als einen stumpfen Winkel
besitzt.

Beweis: Gegenannahme - b: Dreieck hat z.B. zwei stumpfe Winkel
Dann ist die Winkelsumme > 180°, also a A = a (Kontradiktion)
Also gilt die Behauptung b.
Beispiel 2: Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat 2 ist.
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Voraussetzung a(x): x* = 2, Behauptungb(x):x ¢ Q@ (G = Q)
Beweis(s. bereits in Klasse 3): Gegenannahme 7 b: x € Q

C:X= % ApeNA qgeN AggT(p,q)=1 (d.h. Bruch ist vollstandig gekuirzt)

2
= X°=2AX= 2—2 — p®=2q¢° = p?istgerade = pist gerade
= p=2m(MmeN) = p’=4m?=2q> = ¢°=2m?= g’ist gerade
= qistgerade = —c¢: pund g haben Teiler 2, also Kontradiktion
Also gilt die Behauptung b.

d) Beweis mit vollstandiger Induktion tber N

Induktion: Schluss vom Speziellen auf das Allgemeine
Dieser Beweis bedarf der Axiome von Peano, die die natlrliche Zahlenmenge begriinden
(s. auf der Website mathematik.ch)

Satz: a(n) sei eine Aussageform Uber G = N:
I a(1) 'Verankerung'
Il VvV k € N: a(k) > a(k+1) 'Induktionsschluss'

vV neN: a(n)
Beispiel 1: Behauptung: Vne N: 8|9"—1 (d.h. a(n) = 9" — 1 ist teilbar durch 8) (*)
Beweis mit vollstandiger Induktion:

| Verankerung: (*) gilt furn=1: 8| 9—1 ist wahr
Il Induktionsschluss: Es genugt, a(k) fur beliebiges k als wahr vorauszusetzen
und zu zeigen, dass dann auch a(k+1) wabhr ist.
Induktionsvoraussetzung: (*) gelte fiir n=k, d.h. 8 | 9 — 1
zu zeigen: Dann gilt (*) auch fiir n=k+1, d.h. 8 | 9" — 1
inder Tat: 9"—1=(9-1).-9+9—1
(9% — 1) ist nach Vor. durch 8 teilbar, also ist auch (9—1) - 9
durch 8 teilbar; da auch 9-1 durch 8 teilbar, so ist der ganze
rechte Teil durch 8 teilbar
Also gilt vV k € N: a(k) > a(k+1)

Aus | A |l folgt die Behauptung.
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